
Sadržaj — U ovom radu predložen je Markovljev model 

kojim se mogu adekvatno opisati stati ke i dinami ke 

karakteristike višeantenskih sistema. Pokazano je da su 

parametri opisanog analiti kog modela odre eni funkcijom 

gustine verovatno e i u estanoš u preseka nivoa odnosa 

signal-šum na izlazu posmatranog ortogonalnog podkanala. 

Primenom razvijenog modela, odre ena je prose na dužina 

paketa grešaka koje se javljaju pri prenosu kroz podkanale i 

navedena je jedna mogu a primena dobijenih rezultata. 

Rezultati su potvr eni Monte Karlo simulacijama. 

Klju ne re i — Markovljevi modeli, u estanost preseka 

nivoa, višeantenski sistemi, višekanalni bimforming. 

I. UVOD

BOG velike zauzetosti dostupnog frekvencijskog 
opsega, tokom poslednjih decenija javila se potreba za 

postupkom kojim bi se uve ala spektralna efikasnost i na 
taj na in omogu io efikasan prenos multimedijalnih 
sadržaja u beži nim telekomunikacionim sistemima. 
Imaju i u vidu osnovne postulate teorije informacija [1], 
ovaj cilj nije lako posti i a da se znatno ne pove a
izra ena snaga ili kompleksnost sistema.

Po etkom devedesetih godina prošlog veka, pokazano 
je da se pove anje kapaciteta kanala sa fedingom može 
elegantno ostvariti postavljanjem ve eg broja antena na 
predajnoj i prijemnoj strani linka (Multiple Input Multiple 
Output - MIMO). U pionirskim radovima [2, 3] pokazano 
je da se, u slu aju da su antenski elementi dovoljno 
razmaknuti, kapacitet višeantenskog sistema multiplicira 
sa pove anjem broja predajnih i prijemnih antena. Sa 
druge strane, na ovaj na in se može znatno pove ati red 
diverzitija i pove ati pouzdanost prenosa. Ovi rezultati 
prvi put su prakti no potvr eni u Bell laboratorijama 
realizacijom telekomunikacionog sistema zasnovanog na 
prostornom multipleksiranju [4]. Od tada su predložena i 
druge tehnike pomo u kojih se mogu znatno poboljšati 
performanse višeantenskih sistema. Tako se prostorno-
vremenski kodovi [5, 6] i bimforming postupak [7] 
primenjuju u mobilnim sistemima tre e generacije.

Trenutno je u završnoj fazi izrada standarda za primenu 
MIMO tehnologije u lokalnim beži nim mrežama (Wireles
Local Area Networks – WLAN). Tipi an primer za ovo je 
IEEE 802.11n standard [8], koji predvi a konfiguracije od 
po maksimalno etiri predajne i prijemne antene. Iako 
konkretna rešenja još nisu izabrana, o ekuje se da e u 
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tipi nom modu rada biti primenjeno prostorno-vremensko 
kodovanje bazirano na Alamutijevom postupku [9] sa po 
dve predajne i prijemne antene, ime se o ekuje ostvarenje 
informacionog protoka od 248 Mb/s. Primena MIMO 
tehnologije preporu ena je i u standardu IEEE 802.16e, 
poznatijem kao mobilni WiMax [10].  

Nedavno je predložena tehnika kojom se MIMO kanal 
transformiše u skup ortogonalnih (me usobno razdvojenih) 
podkanala, nazvana višekanalni bimforming [11]. Poznato 
je da je ova tehnika, kada je poznavanje stanja u kanalu 
(Channel State Information – CSI) savršeno precizno, 
teorijski optimalna po pitanju kapaciteta [3]. U poslednje 
vreme, ulažu se veliki napori u cilju razvoja prakti nih 
sistema kod kojih bi se podaci prenosili kroz ortogonalne 
podkanale višeantenskog sistema [12]. Kako poznavanje 
stanja u kanalu nikad nije savršeno precizno, pre svega 
zbog kašnjenja koje unosi kanal povratne sprege, u 
nastavku e biti razmatrane performanse ovakvog sistema 
za realne uslove prenosa. U analizi koja sledi razmatra    
se prenos kroz samo jedan frekvencijski podkanal sistema 
sa ortogonalnim frekvencijskim multipleksiranjem 
(Orthogonal Frequency Division Multiplexing – OFDM) a 
rezultati se mogu lako generalizovati kada je poznat 
frekvencijski profil kanala. Bi e razmatrani sistemi 
paketskog tipa u kojima postoji slaba mobilnost korisnika 
i izražena vremenska korelacija fedinga, što u slu aju
lokalnih beži nih mreža svakako jeste slu aj.

Posebna pažnja e upravo biti posve ena odre ivanju 
dinami kih karakteristika višeantenskih sistema.  Naime, 
ako se odnos signal-šum menja sporo, tada postoji i 
vremenska zavisnost izme u poja anja uzastopno poslatih 
paketa. Ovaj efekat ne uti e na nivo verovatno e greške 
ako se detekcija obavlja na nivou pojedina nih paketa. 
Me utim, u tehnikama kodovanja sa korekcijom grešaka 
ili automatske retransmisije paketa (Automatic Repeat 
Request - ARQ), više paketa se me usobno kombinuje u 
cilju poboljšanja performansi [13]. U tom slu aju, efekat 
memorije može dovesti do degradacije karakteristika 
sistema, naro ito u trenucima pojave dugotrajnih intervala 
dubokog fedinga. Stoga se esto, primenom interlivinga, 
namerno "briše" memorija beži nog kanala. Sa druge 
strane, poznato je da povratna sprega može uve ati
kapacitet ali samo u slu aju da kanal ima memoriju [14, 
15]. U slu aju da su pored stati kih poznate i dinami ke
karakteristike odnosa signal-šum, kanal se može opisati 
analiti kim modelom koji bi omogu io dizajn tehnike 
prenosa koja koristi prednosti efekta memorije.  

Koriste i izraze za funkciju gustine verovatno e (PDF) 
i u estanosti preseka nivoa (LCR) odnosa signal-sum na 
izlazu kanala, u ovom radu je razvijen  Markovljev model 
kojim se opisuje fizi ki sloj svakog od ortogonalnih 
podkanala višeantenskog sistema.  
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Pokazano je da predloženi model, pored stati kih, dobro 
opisuje i dinami ke karakteristike posmatranog sistema.  
Kona no, navedena je jedna mogu a primena razvijenog 
analiti kog modela na procenu spektralne efikasnosti 
MIMO sistema kod koga se pri prenosu kroz podkanale 
primenjuje ARQ procedura tipa "vrati se za N". Za sve 
analizirane veli ine dati su numeri ki rezultati i 
odgovaraju i komentari. 

II.MODEL KANALA I SISTEMA

U ovom radu e biti pretpostavljeno da je propusni 
opseg kanala dovoljno uzak, tako da je feding u itavom 
opsegu u estanosti od interesa ravan (frekvencijski 
neselektivan). Zato je usvojen standardni linearni model 
[16], u kome se višeantenski telekomunikacioni kanal 
posmatra kao jednokorisni ki uskopojasni kanal sa nT

predajnih i nR prijemnih antena. Neka je predajni signal 
predstavljen vektorom x sa nT vrsta i jednom kolonom a 
prijemni signal, ozna en sa y, predstavljen vektorom sa nR

vrsta i jednom kolonom. Ako se sa H ozna i prenosna 
matrica MIMO kanala dimenzija nR nT a sa n vektor 
šuma dimenzija nR 1, signal na strani prijema postaje 

y = Hx+n.                                (1)
Kompleksni faktori poja anja telekomunikacionog 

kanala od predajne antene k do prijemne antene i, u oznaci 
hi,k predstavljaju elemente matrice H. U daljoj analizi e se 
koristiti Rajsov model MIMO kanala, kod koga je 
prenosna matrica definisana izrazom 

det slKH H H ,                      (2) 
pri emu su deterministi ka i slu ajna komponenta 
ozna ene indeksima. Snaga slu ajne komponente 
odre ena je Rajsovim K-faktorom  

1/(1 )K .                             (3)

Kada nema prostorne korelacije, svaki element matrice 
slH  može se posmatrati kao kompleksni slu ajni process 

koji ima Gausovu raspodelu nulte srednje vrednosti i 
jedini ne varijanse. Smatra se da je ovaj proces vremenski 
promenljiv sa autokorelacionom funkcijom [17, 18] 

sl sl sl *
, , 0 m( ) ( )( ( )) (2 )i k i kC E h t h t J f ,       (4) 

gde J0(.) ozna avaBeselovu funkciju nultog reda prve vrste.

U ovom radu smatra emo da je deterministi ka
komponenta matrice H formirana na osnovu "modela 
jedini nog ranga" (rank-one model) pri kome je [16] 

det
r t( ) ( )TH a a ,           (5) 

gde su r( )a  i t( )Ta  deterministi ki odzivi antenskih 

nizova na strani predaje i prijema. Ako su antenski nizovi 
linearni i sastavljeni od po L0 elemenata, odzivi imaju 
oblik

0 0( ) exp( 2 ( ) cos ), 1,2,...,j L l d l La         (6) 

gde je  upadni ugao deterministi ke komponente a d  je 

razmak izme u antenskih elemenata normalizovan na 
vrednost talasne dužine.

Pored fedinga, u kanalu deluje i aditivni beli gausov 
šum (Additive White Gaussian Noise - AWGN) a svaki 
element vektora n može se opisati Gausovom slu ajnom 
promenljivom nulte srednje vrednosti, varijanse 2

n .

Maksimalna u estanost u spektru šuma ima vrednost fLP.

U ovom radu, usvojen je model nesavršenog 
poznavanja stanja kanala kod koga se estimacija stanja 
MIMO kanala vrši dodavanjem pilota (Pilot Symbol 
Assisted Modulation - PSAM) [19]. U ovom postupku, 
predajnik neposredno pre informacionih utiskuje nT

ortogonalnih pilot simbola (jedan po svakoj predajnoj 
anteni) u svaki transmisioni ram sastavljen od LF simbola i 
trajanja F F sT L T , gde je trajanje jednog simbola 

ozna eno sa Ts.
Nesavršenosti nastale usled neidealne estimacije mogu 

se opisati preko procenjene kanalne matrice definisane sa  

= +H H ,                                (7) 

sa elementima , .
ˆ{ }i k i kh H . Matrica greške estimacije 

ozna ena je sa  a koeficijenti ove matrice, , .{ }i k i kn ,

normalno su raspodeljeni sa nultom srednjom vrednoš u i 
varijansom 2 1/e P , gde P  ozna ava odnos signal-

šum po pilot simbolu. ak i kada pretpostavimo da kanal 
povratne sprege ne unosi greške pri prenosu, poznato je da 
kašnjenje povratne sprege znatno degradira performanse 
sistema [20]. Da bi se ublažio ovaj efekat, nedavno je 
predloženo da se na strani prijema primeni predikcija u 
širokom opsegu (Long Range Prediction - LRP) [21]. Na 
ovaj na in, predajniku se dostavlja manje ili više precizna 
procena odmerka koji odgovara nekom budu em trenutku. 
U skladu sa pretpostavkama iz [19], smatra se da je 
kašnjenje kanala povratne sprege jednako celobrojnom 
umnošku trajanja transmisionog rama, tj. 0 FQ T . Neka 

je predikovana kanalna matrica ozna ena sa Ĥ  a njen 
(i,k)-ti element ima oblik  

1
*

, 0 F , , F
0

ˆ (( ) ) ( ) (( ) ),   1
P

i k i k i k
p

h i Q T w p h i p T i       (8) 

pri emu je sa P ozna en broj elija filtra a sa ,
-1

i kw R r
njegovi optimalni koeficijenti. Odgovaraju a korelaciona 
matrica R i korelacioni vektor r definisani su izrazima [19, 
jed. 10, 11]. U slu;aju Rejlijeve propagacije, kako su 

dobijeni linearnom kombinacijom Gausovih procesa, ,î kh
su tako e Gausovi slu ajni procesi sa nultom srednjom 
vrednoš u i 2 H -1ˆ r R r  [19]. Kada je propagacija 
Rajsova, matrica srednje vrednosti i kovarijansa prenosne
matrice kanala dostupne predajniku i prijemniku, 
respektivno su odre ene identitetima 

2 detˆ 1E H H , 2 2ˆI IM M ,          (9) 

gde je M=min(nR,nT) a sopstvene vrednosti matrice 
-1 Hˆ ˆ{ } ( { })E EH H  ozna ene su sa 1 2, ,..., M .

Nedavno je pokazano da varijansa izvoda bilo kog 
koeficijenta predikovane kanalne matrice ima oblik [22] 

1 1
2 *
2 , ,

0 0

ˆ ( ) ( ) [( ) ],
P P

i k i k F
p q

w p w q C p q T           (10) 

gde, kada se uvedu izrazi m m2 f  i LP LP2 f ,

autokorelacija izvoda koeficijenata matrice H  ima oblik  
**

, ,

2 2
m 1 m m m 0 m

2 2
2e LP

LP LP LP LP3
LP

( ) { ( ) / ( ) / )}

        = [ ( ) /( ) ( )]

( ) 2 sin( ) 2 cos( ) .
( )

i k i kC E h t t h t t

J J (11)
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Na predikovanu kanalnu matricu mogu e je primeniti 
postupak dekompozicije po singularnim vrednostima 
(Singular Value Decomposition – SVD), pa se ona može 

napisati u obliku Hˆ ˆ ˆ ˆ=H UDV , gde su Û  i V̂  unitarne 

matrice [3]. Elementi dijagonalne matrice D̂  su kvadratni 
koreni sopstvenih vrednosti Višartove matrice Q̂ ,

ozna eni sa n̂ , pri emu je Hˆ ˆ ˆQ HH za nR<nT a 
Hˆ ˆ ˆQ H H  za nR>nT. Optimalni težinski koeficijenti na 

predaji i prijemu stoga odgovaraju sopstvenim vektorima 

(kolonama matrica V̂ i HÛ ) [23]. Poja anje snage u n-
tom podkanalu odre eno je odgovaraju om sopstvenom 

vrednoš u matrice Q̂  a svakom od podkanala dodeljuje se 

deo ukupne izra ene snage odre en koeficijentom n .

Kako ortogonalizacija više nije idealna, signal na izlazu 
n-tog podkanala, ozna en sa 'ny , odre en je poja anjem 

n̂ , signalom sa ulaza 'nx  ali i interferencijom od drugih 

podkanala, opisanom drugim lanom izraza [24, jed. 50]  

ˆ ˆ ˆ' ' '= H H
n n n n n n ny x nu u ,            (12) 

gde 'nn  ozna ava aditivni Gausov šum (i šum estimacije) 

u n-tom podkanalu a ˆnu n-tu kolonu matrice Û .

Modelovanje interferencije koja poti e od drugih 
ortogonalnih podkanala ne može se uspešno obaviti 
analiti ki pa je uobi ajeno da se interferencija u n-tom 
podkanalu, zajedno sa aditivnim šumom, posmatra kao 
ekvivalentan šum [24].  

Odnos signal-šum na izlazu n-tog ortogonalnog 
podkanala sada može da se odredi ka osnovu izraza 

2
ˆ ˆ

1
eqn

n n n n , n=1, 2, ..., M     (13)

gde eq
n  ozna ava prose an ekvivalentni odnos signal-šum 

u n-tom podkanalu, umanjen zbog uticaja nesavršenog 
poznavanja CSI, a 2 H -11 r R r  ozna ava varijansu 

greške nastale usled nesavršene estimacije i predikcije. 

III. PROCENA PERFORMANSI SVD-MIMO SISTEMA

Ta an oblik funkcije raspodele sopstvenih vrednosti 
Višartove matrice Q̂  dugo nije bila poznat, što je znatno 

otežavalo procenu performansi sistema sa višekanalnim 
bimformingom. Tokom prethodne godine, ovaj problem je 
rešen i pomenuti izrazi su izvedeni za slu aj savršenog 
poznavanja stanja u kanalu [11, 25]. Nedavno, autori ovog 
rada su pomenute izraze primenili na odre ivanje funkcije 
raspodele odnosa signal-šum na izlazu podkanala kada 
poznavanje stanja u kanalu nije idealno [22]. U istom 
radu, izveden je opšti izraz za funkciju gustine 
verovatno e odnosa signal-šum na izlazu n-tog
ortogonalnog podkanala, koji glasi

1

(2 ) / 2

1
1 2

-1

1

( ) ( )
( )

( )
          ( ) tr ( ) ,

n n

R
R M N

k
k

n n eq
n M R

n
n n

n

f f
M R

d
d

       (14) 

1

1
2

1 1 1 1
1 2 2 2

1 1 1

(0) ( )

( ) tr ( ) ( ) .
(0)

eq

eq eq eqf

(15)
U prethodnim izrazima R predstavlja rang matrice slH ,

operator traga matrice ozna en je sa tr(.), |.| ozna ava
determinantu, 

1

 ozna ava sumu po svim kombinacijama 

oblika ( 1 2 1... k ) i ( 1 ...k k M ), dok je 

( 1 2 ... M ) permutacija niza (1, . . . , M) a 

N=max(nR,nT). Nutalova Q funkcija ozna ena je sa 

, ,p qQ a b . Pritom su ( )x  i ( )x  matri ne funkcije 

dimenzija M M  sa elementima odre enim u [11, jed. 
16, 19, 25] a ( )x  i ( ) /d x dx  matrice dimenzija 

M M  sa elementima odre enim u [22, jed. A3, A4]. 
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Sl. 1. Blok šema adaptivnog sistema zasnovanog na višekanalnom bimformingu, M=2.
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Na osnovu prethodnih izraza može se proceniti 
verovatno a greške po bitu u bilo kom podkanalu sistema 
sa višekanalnom bimformingu, kada stanje u kanalu nije 
poznato savršeno ta no. Neka je za neku kvadraturnu 
amplitudsku modulaciju sa veli inom konstelacije Mm

verovatno a greške po bitu (Bit Error Ratio - BER) u 
kanalu u kome deluje samo aditivni beli Gausov šum 
ozna ena sa AWGN ( , )n mBER M . Kako je ta an izraz za 

ovu veli inu izveden u [26], verovatno a greške po bitu 
pri prenosu kroz n-ti podkanal može se odrediti analiti ki
usrednjavanjem po ansamblu  

( )
AWGN

0

( , ) ( )
n

n
n m n nBER BER M f d .     (16)

Izraz pod integralom prili no je složen i zasniva se na 
kombinaciji sume komplementarnih funkcija greške i 
specijalnih funkcija. Stoga rezultat integracije u prethodno 
navedenom izrazu nije mogu e odrediti u zatvorenoj formi 
ve  se mora primeniti neki od postupaka numeri ke
integracije [27]. 

Da bi se verifikovali ovako dobijeni numeri ki rezultati, 
razvijen je nezavisni simulacioni model. Na osnovu 
poboljšanog Džejksovog simulatora [28], generisani su 
diskretizovani talasni oblici dužine L=107 odmeraka koji 
odgovaraju koeficijentima slu ajne komponente kanalne 
matrice Hsl, dok su koeficijenti direktne komponente 
odre eni deterministi kim postupkom, na osnovu modela 
jedini nog ranga, pri emu je usvojeno 4d ,

0 035 , 20r t . Talasni oblici koji odgovaraju 

najve oj sopstvenoj vrednosti i odnosu signal-šum na 
prijemu dobijeni su odmerak-po-odmerak, na osnovu veze 
koja postoji izme u koeficijenata predikovane kanalne 
matrice i sopstvenih vrednosti odgovaraju e Višartove 
matrice [11, 22]. Parametri svih izvedenih simulacija u 
ovom radu su slede i: u estanost nosioca je f0=5GHz,
brzina kretanja terminala v=2m/s a transmisioni ram se 
sastoji od LF=250 QPSK simbola trajanja 4sT s , što 

odgovara  trajanju rama od 1FT ms . Maksimalna 

Doplerova u estanost iznosi m 32Hzf  a period 

odmeravanja od FT T .
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   Sl. 2.  Verovatno a greške u podkanalima MIMO-SVD

sistema sa neidealnom CSI, Rejlijev feding, QPSK, nR=nT=3.

Usvojene veli ine odgovaraju tipi nim parametrima 
WLAN sistema [29] a estimacija i predikcija obavljeni su 
na osnovu prethodno opisanih PSAM MIMO i LRP 
tehnika. Isti parametri usvojeni su i pri odre ivanju 
numeri kih rezultata koji odgovaraju prethodno 
razvijenom Markovljevom modelu.  

Sa sl. 2 se jasno vidi efekat nesavršene estimacije na 
verovatno u greške po bitu kada je propagacija Rejlijeva, 
za slu aj sistema sa tri prijemne i tri predajne antene. 
Uo ava se da ove nesavršenosti dovode do smanjenja reda 
diverzitija. Ako je veli ina 2  fiksirana, zaravnjenje 

(floor) verovatno e greške izraženije je na podkanalima 
kod kojih je poja anje snage manje. Sa druge strane, u 
najja em podkanalu zaravnjenje verovatno e greške se ne 
javlja za ( ) 410nBER , ak ni za velike vrednosti greške 

estimacije ( 2 =0.1). Kada je eq
P n  ( 2  zavisi od 

eq
n ) performanse su loše za male vrednosti odnosa signal-

šum, a za njegove ve e vrednosti performanse se 
približavaju idealnim i zaravnjenje se gubi. Analiti ki i 
simulacioni rezultati su veoma dobro usaglašeni. 

Jasno je da sopstvene vrednosti, a samim tim i odnos 
signal-šum na izlazu pojedinih podkanala zavise od 
trenutne realizacije koeficijenata kanalne matrice. Kako se 
vrednost kanalne matrice menja tokom vremena, menjaju 
se i sopstvene vrednosti. Kada je izražena vremenska 
korelacija, veli ine dobijene usrednjavanjem na dugom 
vremenskom intervalu ne opisuju potpuno performanse 
sistema. Da bi se opisala dinamika ovog procesa, potrebno 
je odrediti statistike višeg reda – pre svega u estanost
preseka nivoa odnosa signal-šum. U slu aju kada stanje u 
kanalu nije savršeno precizno poznato, situacija je utoliko 
složenija što je dinamika šuma estimacije diktirana 
maksimalnom u estanoš u u spektru adtivnog šuma, 

ozna enom sa LPf . Primera radi, simulacionim 

poistupkom odre en je talasni oblik koji odgovara odnosu 
signal-šum na izlazu najja eg podkanala i prikazan na sl. 3 

za slu aj LP m20f f .
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podkanala, uticaj Rajsovog K-faktora.

Koriste i novoizvedenu osobinu sopstvenih vrednosti 
necentriralne Višartove matrice [30], autori ovog rada su 
izveli egzaktnu relaciju koja povezuje funkciju gustine 
verovatno e i u estanost preseka nivoa odnosa signal-šum 
na izlazu n-tog podkanala [22] 

( )
2ˆ ( )

n

n
eq

n

N f .               (17)

Na ovaj na in, pokazano je da se ova veli ina, za ije su 
izra unavanje u prošlosti predlagane komplikovane 
aproksimacije [31], može opisati veoma jednostavnim 
izrazom. I pored jednostavnosti izraza, pokazano je da je 
prethodna relacija veoma opšta i da važi za bilo koje 
dimenzije kanalne matrice, svaki od ortogonalnih 
podkanala, bilo koju fiksnu raspodelu snage po 
podkanalima, proizvoljnu snagu direktne komponente i 
oblik deterministi ke matrice. Ta nost dobijenog izraza 
potvr ena je simulacionim postupkom i strogim 
statisti kim testovima [32], a slu aj kada je poznavanje 
stanja u kanalu savršeno razmotren je u [33]. Numeri ki
rezultati prikazani na sl. 4  pokazuju da je slaganje 
rezultata dobijenih analiti kim i simulacionim postupkom 
izuzetno dobro. 

IV. FORMIRANJE MARKOVLJEVOG MODELA 

Odnos signal-šum u n-tom podkanalu može se podeliti 
na Kn sukcesivnih intervala, odre enih granicama 

( ) ( ) ( )
1 2 10 ...

n

n n n
K . Kada je sistem zasnovan 

na paketskom prenosu, za primljeni paket dužine TP kaže 

se da se nalazi u stanju ( )n
ks  ako trenutna vrednost odnosa 

signal-šum na po etku prenosa paketa, ozna ena sa n ,

zadovoljava uslov ( ) ( )
1[ , )n n

n k k . Kada se odnos signal-

šum menja sporo, smatra se da su dozvoljeni samo prelazi 
u susedna stanja. U tom slu aju dati podkanal može da se 
opiše Markovljevim modelom prvog reda (Final State 
Markov Channel - FSMC) prikazanim na sl. 5 i opisanim 

skupom stanja ( ) ( )n n
kS s , 1,2,..., nk K .

...( ) ( )
1 1,n n ( ) ( )
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n n

n n
K K
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Sl. 5. Markovljev model prvog reda za odnos signal-šum na 
izlazu n-tog ortogonalnog podkanala. 

U ovom radu, za odre ivanje granica intervala u n-tom 
podkanalu primenjen je "metod jednakog trajanja" [34], 
zasnovan na Kn nezavisnih jedna ina

1

( )

P( ) ( )
,   1, 2,...,

k k

n
k

nn n T C k K
N N

        (18) 

pri emu C predstavlja konstantu, izabranu tako da se 
obezbedi da verovatno a greške stanja dobro opisuje 
verovatno u greške svakog od paketa koji odgovara 
posmatranom stanju.  

Parametar ( )n
k  predstavlja stacionarnu verovatno u

stanja ( )n
ks . Ova veli ina se može odrediti koriste i izraz 

zamenom (15) i (16) u jedna inu
( )

1

( )

( ) ( )

n
k

n
n

k

n
k n nf d  ,                    (19) 

ili koriste i gotov izraz za kumulativnu funkciju raspodele 
odgovaraju eg odnosa signal-šum [11, 22]. 

Verovatno a prelaza iz stanja ( )n
ks  u stanje ( )n

ls
standardno se aproksimira izrazom [34] 

1

1

( ) ( )
P

( ) ( ) ( )
, P

( ) ( ) ( )
P

/ ,                  1

/ ,                  1

1 ( ) / ,   .

k

k

k k

n n
k

n n n
k l k

n n n
k

N T l k

p N T l k

N N T l k

     (20) 

Numeri ki rezultati za stacionarne i tranzicione 
verovatno e Markovljevog modela upore eni su sa 
rezultatima simulacija i prikazani na sl. 6. Slaganje 
rezultata dobijenih ovim postupcima izuzetno je dobro.  
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Sl. 6. Pore enje analiti kih i simulacionih rezultata za
,k lP  i 

k
 za 

sopstvene vrenosti u sistemu sa nT=3, nR=3, Tp=1ms,
fmTp=0.033, C=3, 2 0.05e . Oznake na slikama:                           

'-' n=1, analiti ki; 'x'  n=1, simulacija; '--' n=2, analiti ki;
'o'  n=2, simulacija; '-.-' n=3, analiti ki; '*'  n=3, simulacija.   
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Tabela 4.2. Granice stanja u FSMC modelu, M=3, N=3,
fmTp=0.03, 8dBK , 13dBP , 2 0.05 , QPSK. 

Podkanal 1 Podkanal 2 Podkanal 3 

k (1)

1

[dB]k
eq

(1)
k

(2)

2

[dB]k
eq

(2)
k

(3)

3

[dB]k
eq

(3)
k

1 3.53   3.75e-3 -7.89   1.00e+0 -19.26 1.00e+0 
2 4.22   5.88e-4 -5.57   1.00e+0 -13.38   1.00e+0 
3 4.84   8.76e-5 -3.87   1.00e+0 -9.89   1.00e+0 
4 5.39   1.18e-5 -2.50   9.98e-1 -7.41   1.00e+0 
5 5.90 1.54e-6 -1.34   9.92e-1 -5.47   1.00e+0 
6 6.37   1.83e-7 -0.32   8.91e-1 -3.87   1.00e+0 
7 6.82 2.06e-8 0.59 5.47e-1 -2.50 1.00e+0 
8 7.24   2.01e-9 1.41   2.23e-1 -1.30   1.00e+0 
9 7.63   1.82e-10 2.16   6.98e-2 -0.21   9.18e-1 

10 8.00   1.58e-11 2.86   1.79e-2 0.80   5.48e-1 
11 8.37   1.27e-12 3.52   4.11e-3 3.32   1.69e-1 
12 8.72   < 1e-12 4.14   8.07e-4 
13 9.05   < 1e-12 4.72 1.39e-4 
14 9.39 < 1e-12 5.29 2.08e-5 
15 9.72 < 1e-12 
16 10.02 < 1e-12 

Kako je verovatno a greške po paketu u AWGN kanalu

( , ) 1 (1 ( , )) sN
AWGN m AWGN mPER M BER M ,  (21) 

lako se odre uje prose na verovatno a greške po paketu 
za k-to stanje u n-tom podkanalu FSMC modela [34]    

( )
1

( )

( )
( )

1
( , ) ( )

n
k

n
n

k

n
k AWGN m n nn

k

PER M f d .     (22) 

Opisani postupak, predložen u [35], primenjen je za  
Rajsovu propagaciju sa 8dBK  i nesavršeno poznavanje 
stanja u kanalu ( 13dBP , 2 0.05 ). Normalizovane 

granice intervala odnosa signal-šum koji odgovaraju 
pojedinim stanjima i odgovaraju e numeri ke vrednosti za 
verovatno u greške po paketu date su u tabeli 4.2. 

V.STATISTIKE PAKETSKIH GREŠAKA

Jasno je da se prose na verovatno a greške po paketu u 
n-tom podkanalu lako odre uje usrednjavanjem 

( )
0

( ) ( ) ( )

1

nK
n n n

k k
k

.                           (23) 

Druga bitna veli ina je verovatno a pojave uzastopnog 
niza od LP grešaka, tj. pojava bloka paketskih grešaka te 
dužine. Ako uo imo da je to u stvari verovatno a pojave 
niza oblika (e1=0, e2= e3=…= 1 1

PLe , 2 0
PLe ), ova 

verovatno a se može jednostavno odrediti izrazom 

2 2

( ) ( ) ( )

1 1

/e eL LP P
P P

n n n
P P

L L
L L P P .             (24) 

Pritom je verovatno a da se niz Pe =(e1, e2, …, eP)

pojavi u sekvenci paketskih grešaka data izrazom 
T( ) ( ) ( )

1

( )
P

n
n n n

i
i

P eP 1e ,                  (25) 

gde su matrice P(n)(0), P(n)(1), P(n) i vektor kolona ( )n

odre ene parametrima FSMC modela 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,, ,
(0) ,  (1) (1 )P Pn n n n n n

k k l k k lk l k l
p p ,   (26a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k,1
(0) (1),  P P Pn n n n n

k ,        (26b) 

a 1 je vektor kolona jedinica dimenzija ( )
0

nK .
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Sl. 7. Prose na dužina paketa grešaka ( )n
PL  za TP=1ms, 

fmTP=0.033, QPSK, savršena CSI, a) n=1, zavisnost od PER;                            
b) Oba podkanala, zavisnost od N=max(nR,nT).

Iz generisane sekvence može se proceniti i prose na
dužina paketa paketskih grešaka. Numeri ki rezultati 
odre eni pomo u izraza (26) i procenjeni simulacijom za 
razne dimenzije kanalne matrice prikazani su na sl. 7a. 
Može se zapaziti da verovatno a pojave paketa ve e
dužine opada kada red diverzitija (definisan sa nR nT)
raste, iako je prose na verovatno a greške po paketu 
nepromenjena. Kada red diverzitija raste, prose na dužina 
paketa u svakom od podkanala konvergira ka prose noj
dužini paketa slu ajne binarne sekvence (slu aj kanala bez 
memorije, tj. identi no distribuirana sekvenca grešaka 
ozna ena sa i.i.d.) a predloženi analiti ki model postaje 
sve precizniji. Prose na dužina paketa grešaka je ve a u 
slabijem podkanalu, ak i kada se pore enje vrši za istu 
prose na verovatno u greške po paketu! Ovi efekti se 
mogu jasno uo iti na sl. 7b. 

Na sl. 8, prikazan je uticaj Rajsovog K-faktora na 
strukturu paketskih grešaka na izlazu najja eg i najslabijeg 
ortogonalnog podkanala za M=N=3.
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Sl. 8. Zavisnost prose ne dužine paketa grešaka ( )n
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prisustva direktne propagacione komponente, QPSK modulacija, 
fmTP=0.033, M=N=3, a) Prvi podkanal; b) Tre i podkanal. 
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Sl. 9. Prose na dužina paketa grešaka ( )n
PL  u zavisnosti od 

prose ne verovatno e greške po paketu, a) uticaj greške 

estimacije, fmTP=0.033, b) dva najja a podkanala, 2 0.01e .

U podkanalu u kome poja anje snage odgovara 
najve oj sopstvenoj vrednosti (sl. 8a), prose na dužina 
paketa grešaka opada sa porastom K-faktora, tj. prisustvo 
direktne propagacione komponente dekoreliše sekvencu 
grešaka. Sli an efekat se može primetiti za u slu aju
najslabijeg podkanala (sl. 8b), ali samo u slu aju prisustva 
snažne direktne propagacione komponente. Za umerene 
vrednosti K-faktora, dužine paketa paketskih grešaka su 
velike i sekvenca grešaka je visoko-korelisana.  

Sa sl. 9a, jasno je da nesavršena estimacija i predikcija 
dekorelišu sekvencu paketskih grešaka, tj. sekvenca je sve 
sli nija onoj kod kanala bez memorije. Ipak, za tipi ne
vrednosti greške estimacije ( 2 0.1 , kao što je pokazano 

u [19]) uticaj greške estimacije na strukturu sekvence 
paketskih grešaka je zanemarljiv. Na sl. 9b, jasno je 
pokazano da se, kada je feding sporiji, prose na dužina 
paketa posmatranih grešaka uve ava. Iako su numeri ki 
rezultati predstavljeni samo za slu aj ja eg podkanala, 
rezultati za ostale podkanale su veoma sli ni. Ova dva 
efekta su prethodno uo ena u [36], ali samo za slu aj
klasi nih beži nih sistema sa jednom predajnom i jednom 
prijemnom antenom. Na istoj slici se vidi i da je osetljivost 
na pomene brzine fedinga manja kada je red diverzitija 
ve i, kao i da je FSMC model veoma precizan kada je 
feding spor. Analizirana su samo dva najkvalitetnija 
podkanala jer su oni i najpogodniji za prenos. I u ovom 
slu aju, može se uo iti i da je u slabijem ortogonalnom 
podkanalu nivo greške pove an a uticaj brzine varijacije 
fedinga ve i.

VI. PERFORMANSE SISTEMA SA VIŠEKANALNIM 

BIMFORMINGOM I PRIMENOM ARQ PROCEDURA

Kao primer mogu e primene prethodno izložene teorije, 
u nastavku e biti odre ene performanse ARQ procedure 
tipa "vrati se za N" [13] u MIMO sistemu koji za prenos 
koristi n-ti podkanal. Pritom se posmatra spektralna 
efikasnost, definisana kao broj uspešno prenetih bita po 
jedinici propusnog opsega, tj. dvostruka verovatno a
ispravno prenetih paketa (primenjena je QPSK
modulacija). 
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Sl. 10. Spektralna efikasnost ARQ procedure "vrati se za N", 

prenos kroz najkvalitetniji podkanal, fmTP=0.033, 2 0.01e .

Efikasnost sistema sa ARQ procedurom tipa "vrati se za 
N" može se uspešno opisati ako su poznate prose na
verovatno a greške po paketu  i prose na dužina paketa 
paketskih grešaka [36]. Ako se sa b ozna i period 
retransmisije, izražen kao koli nik vremena retransmisije  
i trajanja paketa, spektralna efikasnost zavisi samo još od 
prose ne verovatno e greške po paketu i prose ne dužine 
paketa grešaka u n-tom podkanalu, respektivno ozna enih
sa ( )n i ( )n

PL , i data je izrazom [36, jed 22] 
1( ) ( ) ( ) 1

( )
( ) ( ) ( ) ( )

/ (1 )
1 .

1 (1 ) (1 1/ )

n n n b
n P

n n b n n b
P

L b
L

 (27) 

Numeri ki rezultati za slu aj prenosa kroz kvalitetniji 
podkanal i parametre definisane u III odeljku prikazani su 
na sl. 10. Jasno je da spektralna efikasnost raste ako je 
prose na dužina paketskih grešaka uve ana - u proceduri 
"vrati se za N" odbacuje se grupa paketa pa je efikasnost 
ve a ako je ve i broj paketa u nizu inicijalno pogrešno 
prenet. Rezultati ukazuju da se ovo poboljšanje gubi sa 
porastom reda diverzitija i sa smanjenjem perioda 
retransmisije. Sli nu analizu mogu e je ponoviti da bi se 
ispitao uticaj drugih analiziranih efekata i to za bilo koji 
podkanal sistema proizvoljnih dimenzija kanalne matrice. 

VII. ZAKLJU AK

U ovom radu predložen je analiti ki model MIMO 
sistema sa višekanalnim bimformingom, pogodan za opis 
njegovih stati kih i dinami kih karakteristika. Na osnovu 
razvijenog modela procenjena je prose na dužina paketa 
paketskih grešaka za širok skup parametara sistema.    

Prikazani numeri ki rezultati pokazali su da prose na
verovatno a greške po paketu nije dovoljna za potpuno 
opisivanje performansi posmatranog sistema jer ova 
veli ina ne uzima u obzir Doplerovu u estanost fedinga, 
kao jedan od njegovih klju nih parametara. Na primeru 
procene performansi jedne ARQ šeme, pokazano je da 
zanemarivanje statistika drugog reda dovodi do zna ajne
greške pri proceni spektralne efikasnosti sistema. Rezultati 
pokazuju da je efekat memorije naro ito izražen u slabijim 
podkanalima i za slu aj odsustva direktne propagacione 
komponente. Ta nost predloženog analiti kog modela 
potvr ena je rezultatima Monte Karlo  simulacija.  
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ABSTRACT

In this paper, a Markov model that successfully 
describes static and dynamic characteristics of multiantena 
systems is proposed. It is shown that the model parameters 
are determined using probability density function and 
level crossing rate of signal-to-noise ratio at the output of 
the corresponding eigenchanel. Using the developed 
model, the average burst length of packet errors which 
arise in data transmission on eigenmodes is determined 
and a possible application of the obtained results is 
proposed. All results are verified using Monte Carlo 
simulation method.  
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