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Direktna sinteza IR filtara zasnovana na zadato
specifikaciji amplitudske karakteristike

Vidosav Stojanovic, Sinisa Mini¢

Sadrzaj—U radu je opisana direktna sinteza rekurzivnih
digitalnih filtara sa viSestrukom nulom na jedini¢nom krugu.
Karakteristika slabljenja u propusnom opsegu pripada klasi
prelaznih Butterworth-Chebyshevljevih filtara. PodeSavanjem
nule prenosa na jedinicnom krugu podeSava se minimalno
slabljenje u nepropusnom opsegu.

Klju€ne reti— Digitalni filtri, direktna sinteza, IIR filtri,
prelazni Butterworth-Chebyshevljevi filtri.

I. UVOD

Direktna sinteza rekurzivnih digitalnih filtara zasnovana na
zadatoj specifikaciji amplitudske karakteristike [1], [2], [3],
[4] znatno je sloZenija od sinteze analognih filtara u s-ravni
[5], [6] jer je frekvencijski odziv digitalnih filtara definisan
na jedinicnom krugu. Dakle, za aproksimaciju zadate ampli-
tudske karakteristike digitalnog filtra treba koristiti polarni
koordinatni sistem.

Kvadrat modula amplitudske karakteristike I IR filtra dat je
izrazom 1

T 1+e2K2(x)

gde je Kn(x) karakteristicna funkcija koja, kao i u slucaju
kontinualnih filtara moze biti Butterworthov, Chebyshevljev
ili neki drugi polinom ili racionalna funkcija, dok je x
frekvencijska promenljiva koja za sintezu niskofrekventnih
filtara moZe imati jedan od sledectih oblika
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Za direktnu sintezu IIR filtara treba koristiti prve dve
niskofrekvencijske promenljive, dok treta niskofrekvenci-
jska promenljiva ne daje dobre rezultate. Frekvencijska
promenljiva (2a) daje prenosnu funkciju koja nema sliku u
kontinualnom domenu, dok frekvencijska promenljiva (2b)
daje prenosnu funkciju koja ima dliku u kontinualnom
domenu.

Ako se usvoji karakteristicna funkcija i frekvencijska
promenljiva, izratunavanje amplitudske karakteristike je jed-
nostavno, i mogu se odrediti parametri karakteristiCne
funkcije da bi bile zadovoljene zadate specifikacije. Medutim
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problem nastagje kada treba odrediti prenosnu funkciju,
odnosno poloZaj nulai polova u zravni.

U radu e biti opisana direktna sinteza prelaznih
Butterworth-Chebyshevljevih IIR filtara sa nulama prenosa na
jedini¢nom krugu. |1zraz prelazni Butterworth-Chebyshevljevi
filtri znaCi da karakteristika sabljenja u propusnom opsegu
filtra varira izmedu Butterworthove (maksimano ravne) i
Chebyshevljeve (mini-max) karakteristike.

Rad je organizovan na sledeCi natin. Najpre je opisana
racionalna karakteristicna funkcija koja generise prelazni
Butterworth-Chebyshevljev filtar sa konachom nulom prenosa
na jedinichom krugu. Zatim su odredeni polovi i nule
prenosne funkcije i to kada je za frekvencijsku promenljivu
usvojeno x=sin(wT /2). Nakraju je dat primer aproksimacije
prenosne funkcije osmog reda.

Il. KARAKTERISTICNA FUNKCIJA

Racionalna karakteristi¢nafunkcija prelaznog Butterworth-
Chebyshevljevog filtra je data izrazom

KN(X):XKW(X)(XE_l)L

X2 — %2

©)

X2 —1\L
=

:x"(ao+azx2+a4x4+-~-+aMxM)(X v
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gde je N=K+M red filtra, M je paran broj, a L je red nule
Xz prenosne funkcije koja se nalazi na jedini€nom krugu.
Karakteristicna funkcija Ky (X) ima sledete osobine:

1) Sve nule polinoma Py (x) se nalaze u opsegu |x| < 1,

2) Pol karakteristiCne funkcije X = X, se nalazi van inter-
vala |x| < 1, tj. x| > 1.

3) FunkcijaKn(X) osciliraizmedu —1 i +1 u opsegu |X| <
1.

x2—1

X2 — X2

L .

R () = (-1) @
zai=0,1,...,M/2

4) Kn(1)=1.

5) KarakteristicnafunkcijaimaM/2+ 1 ekstremnih tacaka

uopsegu 0<x<1
x%<x%71<---<x1<x0:1 5)

Nepoznati vektor koeficijenataa = [ag,az,a4...,am], poli-
noma Ry (X) odreduje se reSavanjem sledeteg sistema nelin-
earnih jednatina
x2—1

232
XE — X2

F(X):xK(ao+a2)(|2+...+aMX:\A)( )L—(—l)izo



zai=12...,M/2+ 1 Sistem nelinearnih jednatina (6)
moze se reSiti primenom Newton-Kantorovic iterativnog pos-
tupka

a, ;1 =a, —J " (%)F (), ™
zai=0,1,...,M/2+1, gde je a,;1 reSenje sistema nelin-
earnih jednafina u v-tom, ap su pocetna redenja, a J(x) je
Jacobian matrica

[IF(x) JdF(0)  9dF(x0)]
PEN day dam
JF(x1) JF(x)  JF(x1)
J=| Ja day dam )
aF(:xM) OF(xm)  IF(xm)
L a0 da;  day |

gde je
IF(x) _K+M(x§fl)L
dam =3/
zai=0,1,..M/2im=0,2,....M
Za pocetna redenja treba usvojiti koeficijente Chebyshev-
ljevog polinoma M-tog reda. Lokalni ekstremumi karakter-
isticne funkcije se odreduju selekcijom nula sledeteg poli-
noma K +M -+ 1 reda

0@ 33) S [P (0] + 2LA (01 = 0

(9)

(10)

Polinom (10) ima M + K+ 1 nula: M nula u opsegu |x| < 1,
dve nule u opsegu |x| > 1 i nulu K —1 reda u koordinatnom
pocetku. Selekcijom nula koje se nalaze u opsegu |X| < 1
dobijaju se pocetna redenja za lokalne ekstremume.

U Tabeli 1 dati su koeficijenti karakteristicne funkcije
osmog reda za X, =125i L=1. ZaK=0i M=8
dobija se karakteristicna funkcija koja ima Chebyshevljevu
karakteristiku u opsegu |x| < 1, dok seza K =81 M =
0 dobija karakteristicna funkcija koja ima Butterworthovu
karakteristiku.

Tabela 1 Koeficijenti polinoma Py(x) zaN=8, x,=1.25i L=1.

K 0 2 4 6 0

M 8 6 4 2 8
ao —2.7778 451848  —54.7175 16.6946 —1.00
a 73.7778 —244.6148  138.4894  —17.6946 -
as | —328.0000 389.8740 —84.7719 -

as 483.5556  —191.4440 -

ag | —227.5556 .-

Na Slici 1 prikazana je karakteristicna funkcija sedmog
redazaK =3, M =4, x,=1.25i dve vrednosti L. Na dici
levo prikazana je uvetana vrednost karakteristi¢ne funkcije u
opsegu |x| < 1.

1. FREKVENCIJSKA PROMENLJVA JESinw—zT

Zamenom (3) u (1) dobija se dledeti izraz za kvadrat
amplitudske karakteristike 1IR filtra
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Slika 1. Racionana karakteristicna funkcijazaK =3, M=4iL=1i 3.

gde su by = ¥_oapjaz_2j, zai =0,1,2,....k. Posle krateg
ratunanja dobija se dedeta jednaCina
¢ —x)*

(2 = x2)2- + Conx®N + Con— XN 72 - - Cou XK
(12)
gde se koeficijenti ¢y ratunaju prema sledecoj formuli

o = (¢ —1)?ebyi k), i=KK+1...,N.

HN(X) =

(13

Zamenom normalizovane vrednosti  niskofrekvencijske
promenljive (28) sa vp = sin(wpT /2), gde je wpT propusni
opseg filtra, u (12) dobija se dedeta funkcija

{(H)Z 2} %

—dvpz 7z
T 2L 121N 21K’
[ ] e[S v S
)
koja je jednaka kvadratu modula amplitudske karakteris-

tike |Hn(e/®T|? na jedini&nom krugu u ravni kompleksne
promenljive z

N2 +202B-1)z+1*
N-M[Z2 1228 -1)z+ 12 +F(2)’

gde je B =sin®(w,T/2) i
F(2) = fo2N+ 12Nt D+ fiz 4 fo. (16)

(15)

G(z) =

Polinom F(z) je "reciprocni” polinom jer je zbir reciprotnog
polinomareda Si reciprotnog polinomareda T pomnoZenog
sa reciprocnim polinomom reda S— T, takode reciprocni
polinom reda S. Koeficijenti polinoma F(z) izraCunavaju se
primenom sledece relacije

i ' 2(i+j—n
. (—4a)2L2Nil (—1)JC2(i+J'fN)_(7f\I+jJ )
urt (—4o)i+]
zai=N,N+1,...,2N.

Prvi sabirak u imeniocu prenosne funkcije (15) takode je
simetricni polinom koji ima viSestruku nulu na jedinicnom
krugu i moze se napisati u obliku polinoma 4L-tog reda

17)

. [Z+228-1)z+ 12 =+ +en P+ +1, (18)



gde se koeficijenti g izratunavaju po formuli

/2L /AL — 2] , :
o3 (1) () v
o\ =]
zai=0,1,2,...,2L. Konatno
N2+ (4B -2)z+ &
G(z) = 20
@ Jo+...+ONN+.. .+ 14 g2V’ (20)
gde je
[ i za i=0,... N-2K—-1
g'_{fi+e,N+2K, za i=N—2K,....N. (1)

reciprocni polinom. Selekcijom polova prenosne funkcije (20)
koji se nalaze unutar jedinicnog kruga, dobija se prenosna
funkcija filtra.

Tabela 2 sadrZi polozaj polova za fitar osmog reda.
Maksimalno slabljenje u propusnom opsegu je R, = 1 dB,
propusni opseg je fp = 1.5 kHz, pol slabljenja je na frekven-
ciji f, =2 kHz, L =1, frekvencija odmeravanja je Fs =
10 kHz. Na osnovu ovih podataka dobija se da je x; =
sin(rf,/Fs)/sin(nfp/Fs) = 1.2947.

Tabela 2 PoloZg) polova i nule u zravni za prenosne funkcije osmog reda

K—OM-—8K-8M—0K=6M=2K=4M=4
Rzp1 | 057375 0.45784 0.55841 0.56993
+j3z| +£j0.78583  +j0.73038  +j0.76577  +(0.78022
Rzpy | 062794 0.32711 0.5691 0.62999
+j3zp| +£j0.66796  +]j0.47573  +j05072  +)0.62448
Rzps | 0.73507 0.30842 0.51456 0.68106
+j3zp3| +£j0.45041  +j0.24347  +j0.26983  +(0.32108
Rzpe | 082273 0.31611 0.49535 0.64137
+j37ps| +£j0.16543  +j0.07485 +j0.084693 +j0.09551

Na Slici 2 prikazan je polozZaj nula i polova u zravni za
prenosne funkcije osmog reda €iji se polovi nalaze u Tabeli
2. Radi bolje preglednosti prikazan je samo prvi kvadrant z
ravni. Sve prenosne funkcije imaju konjugovano kompleksni
par nula najedinitnom krugu z, = 0.30902+ j0.95106, i nulu
Sestog reda u koordinatnom pocetku.
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Slika 2. Poloza nulai polova za lIR filtar osmog reda.

Na Slici 3 prikazane su frekvencijske karakteristike

prenosne funkcije osmog reda Ciji propusni opseg iznosi fp :300

1.5 kHz. Sve prenosne funkcije imaju pol slabljenja prvog
reda na frekvenciji f; =2 kHz. Kao o se vidi, maksimalno
slabljenje u propusnom opsegu iznosi Ry = 1 dB.
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Slika 3. Frekvencijske karakteristike IR filtra osmog reda.

Karakteristika slabljenjazaK = 01 M = 8 ima Chebyshev-
Ijevo slabljenje u propusnom opsegu, dok karakteristika K =8
i M = 0 odgovara Butterworthovom dlabljenju u propusnom
opsegu. Treta prenosna funkcija, K =6 i M = 2, ima karak-
teristike koje se nalaze izmedu ove dve granicne vrednosti.

Kao &o se vidi na Slici 3, minimalno dabljenje u nepro-
pusnom opsegu zavisi od karakteristike dabljenja u pro-
pusnom opsegu. Najmanju vrednost minimalnog slabljenja
u nepropusnom opsegu ima filtar sa maksimalno ravnom
amplitudskom karakteristikom, a najvetu vrednost slabljenja
filtar sa mini-max karakteristikom dabljenja u propusnom
opsegu. Minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu iznosi
59.436 dB, 23.751 dB i 43.401 dB za prenosne funkcije
osmog reda (K=0M=8L=1),(K=8M=0L=1)i
(K=6,M=2,L = 1) respektivno.

IV. SLABLJENJE U NEPROPUSNOM OPSEGU

Minimalno dabljenje u nepropusnom opsegu zavisi
od polozgja pola dabljenja u nepropusnom opsegu. Za
izraCunavanje minimalnog sabljenja u nepropusnom opsegu
moze se korigtiti formula (10). Nakon odredivanja nula
trazeno reSenje je nula koja ima najvetu vrednost. Za
izratunavanje frekvencije na kojoj nastupa minimano
dabljenje koristi se formula

fod = F;sarcsjn(xeq sin%fsp)
gde je Xe frekvencijska promenljiva pri kojoj nastupa mini-
malno slabljenje u nepropusnom opsegu.

Promena frekvencije f;, na kojoj nastupa pol slabljenja,
izaziva promenu kako slabljenja u nepropusnom opsegu, tako
i dabljenja u propusnom opsegu. Zbog toga je potrebno pri-
meniti iterativni postupak za postizanje specificirane vrednosti
minimalnog slabljenja u nepropusnom opsegu Rs.

Najvisa frekvencija pri kojoj nastupa minimalno slabljenje
u nepropusnom opsegu iznos Fs/2, odnosno Xm =
1/sin(nfy/Fs). Ukoliko je najvete reSenje jednatine (10)

(22)



vete od Xy, znati dalokalni ekstremum nastupa na frekvenciji
fex = Fs/2.

Na Slici 4 prikazane su frekvencijske karakteristike filtra
osmog reda za razlicte visestrukosti pola dabljenja.
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Slika 4. Frekvencijske karakteristike IR filtra osmog reda kada se menja
viestrukost pola slabljenja.

Na Slici 4 prikazan je uticaj viSestrukog pola na slabljenje
u nepropusnom opsegu. Na frekvenciji f koja zadovoljava
sledeti uslov

. f . f
smz% —sng

s 5 =1, (23)
st _ g2 Mz

Fs Fs

sve amplitudske karakteristike imaju isto slabljenje.

Pored odredivanja frekvencije f, sa kojom se redlizuje
specificirana karakteristika slabljenja u propusnom opsegu i
minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu Rs, potrebno je
odrediti i frekvenciju fs pri kojoj slabljenje u nepropusnom
opsegu prvi put dostize minimalnu vrednost Rs. Frekvencija
fs se nalazi izmedu granicne frekvencije propusnog opsega
fp i frekvencije pri kojoj nastupa pol slabljenja f.

V. PRIMER

Na Slici 5 prikazan je primer proraCuna prenosne funkcije
osmog reda koja zadovoljava sledete specifikacije: propusni
opseg je fp =2 kHz, minimalno slabljenje u nepropusnom
opsegu je Rs = 40 dB, maksimalno slabljenje u propusnom
opsegu je Ry, = 1 dB, frekvencija odmeravanja je Fs = 10
kHz. Ostali parametri su dedeti: K=6, M =2 i L =1
Minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu od Rs = 40
dB je dobijeno za f, = 2.6340 kHz. Grani¢na frekvencija
nepropusnog opsega je fs = 2.5361 kHz.

Koeficijenti prenosne funkcije su:

a = 1.0000 -2.9659 5.0298 -5.5865 4.3080
-2.2998 0.8144 -0.1725 0.0165
b = 1.0000 0.1682 1.0000 00 O0O0OOOO

Za sintezu amplitudske karakteristike napisane su sledete
funkcije u programskom paketu MATLAB® :

1) Generisanje racionalne karakteristiCne  funkcije
[P,N]= BTzEgRipple(K,M,L,x_z,tol)
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2) lzraCunavanje minimalnog dabljenja nepropusnom
opsegu [fext,aext]= AttExtTypl (K,M,L,
Rp,P,fp,f_z,F.s)

3) lzraCunavanje prenosne funkcije [b,al=
LpTBCzTypl (K,M,L,eps, fp,fz,F._s,P)
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Slika 5.  Amplitudska karakteristika filtra filtra osmog reda.

Ove prenosne funkcije nemaju sliku u kontinualnom podrudju.
Medutim, ukoliko se frekvencijska promenljiva (2(a)) zameni
frekvencijskom promenljivom (2(b)) dobijgju se prenosne
funkcije, koje pored viSestuke nule na jedinicnom krugu,
imaju i visestruku nulu u z= —1. Ovako dobijene prenosne
funkcije imaju sliku u kontinualnom podrugju.
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ABSTRACT

Direct synthesis of the recursive digital filterswith multiple
zero on the unit circle is presented in this paper. Attenu-
aion characteristic in passband belongs to the transitional
Butterworth -Chebychev filters type. Minimal attenuation in
stopband is arranged with transfer function zero on the unit
circle.

DIRECT SYNTHESIS OF IIR FILTER BASED ON
MAGNITUDE FUNCTION SPECIFICATION

Vidosav Sojanovi¢ and Sinisa Mini¢
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