
Sadržaj — U ovom radu analiziran je Rejlijev model 

fedinga, tako što je Rejlijeva funkcija gustine verovatno e

(pdf) posmatrana kao opšti integral parcijalne diferenci-jalne 

jedna ine, a zatim grafi ki utvr eno da ista ta jedna- ina ima 

i dva singularna integrala. Njihova me uzavisnost se u 

daljem može iskoristiti za efikasniju procenu performan-si 

sistema, odnosno za odre ivanje prostije zavisnosti Rejlije-ve 

funkcije gustine verovatno e od varijanse primljenog signala, 

odnosno za analizu maksimuma funkcije raspodele. 

Klju ne re i — direktna linija opti ke vidljivosti, LOS, 

funkcija gustine verovatno e, pdf, Rejlijev model fedinga, 

diferencijalna jedna ina, partikularni integral. 

I. UVOD

TATISTI KI modeli beži nih kanala koriste se za 
opisivanje razli itih efekata, kao što su prostiranje 

talasa po više putanja (multipath propagation) i efekat 
senke (shadowing). Ina e, signal se kroz beži ni medijum 
prostire po više putanja, usled refleksije, difrakcije i 
rasejanja talasa od objekata koji se nalaze na putanji 
predajnik-prijemnik [1, 2], pri emu je najbitnija refleksija 
pri odbijanju talasa od glatkih površina, ije su dimenzije 
mnogo ve e od talasne dužine. U tom se slu aju iza 
prepreka formiraju sekundarni talasi, koji omogu avaju 
komunikaciju izme u predajnika i prijemnika ak i u 
slu aju kada izme u njih ne postoji linija direktne opti ke 
vidljivosti (LOS – Line of Sight). Pri tome, jasno, dolazi i 
do odre ene difrakcije i disperzije talasa, odnosno do 
njihovog rasejavanja pri prostiranju kroz sredine u kojima 
se nalazi veliki broj objekata, dimenzija malih u pore enju 
sa talasnom dužinom. Sve interakcije talasa sa objektima 
koji im se nalaze na putu prouzrokuju da na ulaz 
prijemnika stiže veliki broj kopija poslatog signala, koje se 
razlikuju po slabljenju, kašnjenju i faznom pomeraju. 
Njihova superpozicija na mestu prijema uzrokuje da signal 
na prijemu ima vremenski promenljivu amplitudu i fazu, 
što se još više ispoljava kada se predajnik i/ili prijemnik 
kre u, što je uobi ajeni slu aj u modernim mobilnim i avio 
telekomunikacijama [3,4]. 
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Svi ovi uslovi prostiranja, uzrokuju statisti ko
ponašanje karakteristika signala, koje se analizira 
koriš enjem višepropagacionih modela, kao što su 
Rejlijev, Rajsov i Nakagami model. Rejlijev stohasti ki 
model koristi se u urbanim i gusto naseljenim sredinama, u 
kojima naj eš e ne postoji opti ka vidljivost izme u
predajnika i prijemnika [5, 6], dok se njegovi kvaliteti 
gube kada se radi o ruralnim i suburbanim zonama. U tom 
slu aju postojanja izraženog signala duž linije opti ke
vidljivosti (LOS) uslovljava koriš enje Rajsovog modela, 
pa se eš e koristi i matemati ki jednostavniji Nakagami 
model fedinga, koji se pogodnim izborom parametara 
uvek može svesti i na Rejlijev i na Rajsov model [7, 8]. 

U ovom radu analizirali smo Rejlijev model kanala, 
polaze i od opisa Rejlijevog slu ajnog procesa, i 
primenjuju i iste metode analize kao i u našim ranijim 
radovima koji se odnose na Rajsov [9, 10] i Nakagami 
[11, 12] model. U vezi s tim, numeri ki su analizirane 
integralne karakteristike funkcije gustine verovatno e u 
okviru Rejlijevog modela. Pri tome su dobijeni rezultati 
koji su u potpunoj saglasnosti sa rezultatima koji se 
odnose na integralna svojstva Rajsove i Nakagamijeve 
raspodele, a, što je najvažnije, utvr ena je, tako e, i 
egzistencija singularnih rešenja odgovaraju e parcijalne 
diferencijalne jedna ine. Do njih se, kao što je poznato iz 
teorije diferencijalnih jedna ina, može do i samo 
analiti ko-numeri kom i grafi kom analizom, koja je, 
tako e, predmet rada. 

II. REJLIJEV MODEL FEDINGA

Rejlijeva raspodela definisana je na osnovu posmatranja 
anvelope zbira velikog broja sinusnih talasa razli itih 
u estanosti, tako da opisuje fluktuacije anvelope 
primljenog signala u prisustvu fedinga koji nastaje usled 
efekta višestruke propagacije talasa u okruženjima u 
kojima ne postoji linija direktne opti ke vidljivosti izme u
predajnika i prijemnika. Pri tome se uobi ajeno 
podrazumeva da na mestu prijema dolazi suma signala 
slu ajnih amplituda istog reda veli ine, tj. da nema 
dominantne komponente, što za Rejlijevu slu ajnu
promenljivu odgovara i anvelopi uskopojasnog šuma. 

Slu ajna promenljiva koja ima Rejlijevu raspodelu 
definisana je kao kvadratni koren zbira kvadrata dve 
statisti ki nezavisne Gausove raspodele, odnosno: 

2 2 2
1 2r x x , (1) 

gde su x1 i x2 nezavisni Gausovi slu ajni procesi sa 

srednjom vrednoš u nula i varijansom 2 .
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Združena funkcija gustine verovatno e Gausovih 
slu ajnih promenljivih x1 i x2 je: 

1 2

2 2
1 2

1 2 2 2

1
, exp

2 2
x x

x xp x x  (2) 

Transformacijom koordinata 
1 2,x x  u polarne ,r , i 

koriste i jednakosti 2 2
1 2r x x , )/( 12 xxarctg

dobija se sistem jedna ina: 

1

2
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x r
x r
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pri emu je 0 i r . Združena funkcija gustine 

verovatno e promenljivih  i r  je: 

1 2
, J cos , sinr x xp r p r r  (4) 

pri emu Jakobijan transformacije ima vrednost J r .

Na osnovu toga je: 
2

2 2

1
, exp

2 2
r

rp r r  (5) 

Integracijom se dobija funkcija gustine verovatno e
Rejlijevog procesa:  

2

2 2
, exp

2
r r

r rp r d p r  (6) 

III. NUMERI KA ANALIZA REJLIJEVE FUNKCIJE GUSTINE 

VEROVATNO E

Grafi ki prikazuju i (sl. 1) zavisnosti Rejlijeve funkcije 
gustine verovatno e od nivoa signala r, za razli ite 
vrednosti standardne devijacije , odre ene jedn. (6) 
dolazi se do uobi ajenog prikaza sa koga se uo ava da se 
radi o familiji krivih, odre enih parametrom .

Sl. 1. Zavisnost Rejlijeve pdf od nivoa primljenog signala 
za  = {1, 2, 3, 4, 5}. 

Tako e, ukoliko se parametar  posmatra kao 
nezavisno promenljiva dolazi se do trodimenzionalne 
zavisnosti funkcije gustine verovatno e Rejlijevog procesa 
(sl. 2). 

Prostom analizom, uo ava se da sa porastom standardne 
devijacije maksimumi Rejlijeve pdf opadaju, s tim što se 
te vrednosti dostižu pri ve oj vrednosti nivoa signala na 
prijemu. 

Sl. 2. Trodimenzionalni prikaz Rejlijeve pdf. 

Maksimumi Rejlijeve pdf dostižu se za vrednosti 
r , odakle se dobija da je: 

1
( )

e
p  (7) 

Za nas je posebno interesantna logaritamska zavisnost 
Rejlijeve funkcije gustine verovatno e od standardne 
devijacije  (sl. 3), s obzirom da se sa nje jasno uo ava 
egzistencija obvojnice za datu familiju krivih. 

Sl. 3. Zavisnost Rejlijeve pdf od standardne devijacije u 
logaritamskoj razmeri. 

Naime, ako se posmatranim raspodelama pristupi kao 
odgovaraju im familijama krivih [9, 11], pri emu je 
parametar raspodele r istovremeno i parametar posmatrane 
familije krivih, može se konstatovati i postojanje 
odgovaraju e obvojne krive pomenute familije. Svaka od 
krivih u okviru familije predstavlja partikularno rešenje 
parcijalne diferencijlane jedna ine. 

Obvojnica familije krivih (sl. 3) u našem se slu aju
može aproksimirati jedna inom oblika: 

1
log max ( ) log

2
p  (8) 

odnosno linearnom funkcijom (sl. 4). 
Ponavljaju i postupak za slu aj zavisnosti Rejlijeve 

pdf od , a uzimaju i r kao parametar (sl. 5), uo ava se da 
sa porastom parametra r vrednosti maksimuma pdf 
monotono opadaju i da krive familije postaju sve šire, ali i 
da prate odre ene pravilnosti u odnosu na oblik funkcije. 
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Sl. 4. Zavisnost maksimuma Rejlijeve pdf od standardne 
devijacije. 

Sl. 5. Zavisnost Rejlijeve pdf od x = , kada se r posmatra 
kao parametar, u logaritamskoj razmeri. 

Tako e, kao i u prethodnom slu aju, posmatranim 
raspodelama možemo pristupiti kao familiji krivih, gde je 
parametar raspodele r istovremeno i parametar te familije 
krivih. Pri tome se (sl. 5), opet konstatuje egzistencija 
odgovaraju e obvojnice krivih pomenute familije, pri 
emu se svaka od krivih familije može smatrati 

partikularnim rešenjem parcijalne diferencijlane jedna ine. 
Obvojnica posmatrane familije krivih može se aproksimi-
rati odgovaraju om jedna inom oblika sli nog jedn. (8). 

Numeri ki prora uni i grafi ki dvodimenzionalni 
prikazi Rejlijeve pdf, kada se ona posmatra kao opšti 
integral parcijalne diferencijalne jedna ine, ukazuju na 
egzistenciju najmanje dva singularna integrala, odre enih 
jedn. (8). 

Porede i dobijene rezultate, sa rezultatima dobijenim 
za Nakagami-m model fedinga [11, 12], opisan funkcijom 
gustine verovatno e: 

2
2 12 1

, 0,
2

m m rm
r

mp r r e r m
m

 (9) 

gde je m parametar dubine fedinga (fading figure), 
srednja snaga signala, a (.) gama funkcija, koji se za m=1 
svodi na Rejlijev model, zaklju ujemo da, u ovom radu 
analizirana, singularna rešenja, tj. obvojne krive 
predstavljaju poseban slu aj Nakagami-m pdf (sl. 6 i 7). 

Sl. 6. Zavisnost maksimuma Nakagami-m pdf od nivoa 
primljenog signala. 

Sl. 7. Zavisnost maksimuma Nakagami-m pdf od srednje 
snage signala. 

Prema tome, slu aj m=1 koji odgovara Rejlijevom 
fedingu, kao specijalan slu aj Nakagami-m modela, 
ukazuje na isti koren fizi kih fenomena koji uzrokuju 
fedinge dobijene eksperimentalnim analizama prostiranja 
signala u razli itim uslovima, što e biti predmet naših 
daljih analiza. 

Posebnu pažnju trebalo bi obratiti na položaje 
makismuma pdf funkcija Rejlijeve raspodele u okviru 
pomenutih familija krivih, s obzirom da maksimumi pdf u 
prvom od dvodimenzionalnih grafika (sl. 1) odre uju
ta ke obvojnice na drugom od dvodimenzionalnih grafika 
(sl. 5), i da maksimumi na drugom (sl. 5) predstavljaju 
ta ke na obvojnici u prvom (sl. 1). To matemati ki 
potvr uje našu tvdrnju da egzistiraju obvojne krive, koje 
su istovremeno i singularni integrali parcijalne 
diferencijalne jedna ine iji opšti integral predstavlja sama 
Relijeva funkcija raspodele pdf. To ukazuje na odre enu
me usobnu korelaciju nezavisno promenljivih parametara 
Relijeve raspodele, ijim bi se utvr ivanjem mogli u mno-
gome uprostiti složeni prora uni momenata raspodele, 
veoma korisni za analizu signala u konkretnim 
telekomunikacionim sistemima, pogotovu imaju i u vidu 
da u postoje im matemati kim izrazima figurišu složene 
funkcije. 
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IV. ZAKLJU AK

Analizom integralnih karakteristika funkcije gustine 
verovatno e, koja je vrlo važna sa aspekta teorijske 
procene pokazatelja performansi, verovatno e greške po 
bitu (Bit Error Rate – BER) i verovatno e otkaza sistema 
(Outage Probability), preko uslova me usobne korelacije 
parametara pokazane u našem radu, a koji figurišu u 
Relijevom modelu fedinga, mogu e je u mnogome 
uprostiti analize postoje ih telekomunikacionih sistema. 
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ABSTRACT

In this paper, study of statistical characteristics of the 
Rayleigh fading channel model is considered. For 
analytical and numerical evaluation of system 
performance, the Rayleigh probability density functions 
(pdf) are analyzed like particular solutions of 
corresponding differential equation. The existence of 
singular solution is considered and analyzed under 
different conditions. 
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